Mirostawa S i t e k (Poznan)

TESTY PORCWNAR WIELOKROTNYCH

1. Wstep

Przypuidémy, 4e obserwowane sg zmienne losowe 11. g Ik O roz-
kZadgie normalnym repregentujace populacje ﬂi""'JTk' Na podsta-
wie uzyskanych obserwacji sprawdzamy hipoteze o réwnosci Srednich

(1) H 'p1 ® L00 -Pko

Jeéli hipotesa (1) zostaje odrzucons, to mogg powstaé pytania ta-
kiego rodzaju:

Ktére z k érednich rétnig si¢ miedzy sobg, a ktére sq réwne?

Czy moina wybraé ‘najlepszg populacje lub podzbidr zawierajg-
cy najlepszg populacje? Przes najlepszq populacje bedziemy rozu-
mie¢ populacje z najwiekszg lub najmniejsza wartoscisg srednig. Mo-
26 nas réwniei interesowaé wyodrebnienie najgorszych populacji
tzn. o najmniejszych lub najwigkssych érednich.

Czgsto chcemy zbudowaé przedzialy ufnosci dla posszczegblnych
$rednich 1lub ich kontrastéw. Farmakolog mose byé za$ zaintereso-
wany poréwnaniem kilku Srodkéw leczniczych ze sSrodkiem standardo-
wym lub kontrolnym.

Odpowiedzi na te pytania snajdujemy stosujgc tzw. metody po-
réwnaii wielokrotnych.

Zat6imy, 2e gmienne loaovo 11. ccey xt 83 skorelowane z ko-
relacjami Q1 1 wu'iancjuié (4, §=1, ..., k). Parametry 61,
913 8§ niesnano. Przy tym ogdlm gaZozeniu moina stosowaé test
Scheffego i t - Bonferroniego.

Jeéli gmienne losowe 11, coeyd xt 8§ niezalezne lub jednako-
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wo skorelowane z tg samg wariancjg 62, to wtedy mozna stosowaé za-
sade R 1 testy oparte na studentyzowanym rozstepie.
Przypuéémy, se zmienne losowe X,, ..., X, majg wariane je
a, 8%, i dkdz, gdzie stale d,, ..., d, s znane, a 42 jest rie-
znane., Wtedy moZna stosowaé studentyzowany maksymalny modui,
Dokadne oméwienie wyzej wymienionych testéw znajduje sig
w§3-§8s.

2. Prawdopodobieristwo biedu

Przypusémy, 2e dane sg zmienne losowe X,, ..., X, ze éredni-
mi fg, eees By 0 $rednich My ooy My mozemy wysuwaé rézne przy-
puszczenia. Na przykiad, Ze

By =0,
1ub py = PB'
lub p, = pg = B¢ itp.
Kazde takie przypuszczenie nazwijmy stwierdzeniem i oznaczmy
przes S,. Niech F = {Sf oznacza rodzine stwierdzes, a N(F) licz-
be stwierdzed w rodzinie. Na przyklad jedli F = {31. 32}, to
N (P) = 2. Stwierdzenia S, ¢ F moga byé niezaleZne lub zaleine
jedno od drugiego. ,
Definicja 1. Bigdem dla rodziny F nazywamy iloraz niepopraw-
nych stwierdzer do wszystkich stwierdzed, czyli

N_ (F)

Er (P) = h

gdzie N (P) jest licszbg niepoprawnych stwierdseri w rodzinie F.

Definicja 2. Prawdopodobiefistwem bX¢du dla rodziny F nasy-
wamy prawdopodobieristwo co najmnie] jednego niepoprawnego stwier-
dzenia, czyli

P(F) =P {n' (H/8 (R)> 0] =P {n' (» > o}.
Czesto P (P) jest réwne o, jesli ox jest poziomem istotnoseci
lub 1 - X jest poziomem ufnoéci.
Niech

1 jesli S, jest niepoprawne
I(Sy) = 4
0 Jedli S, jest poprawne.
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Wtedv prawdopodobienistwo bledu mozna napisaé w postaci (por. [1 1])
P (P) = P{ij[l (3p) = 1]} -
2 = = - P S I =
(2) %,P{I (8g) = 1} f§f2 {1 ¢ £) I () 1]+
cee # GO {1 () ool T () = 1)
Jesli stwierdzenia sa niezalezne, to
P(F) =2 P{I (S,) =1
oraz £ { J }
N(F)
(3) 1-P(F) = r1‘1(1-1>{1(s,)-1}).
Dla stwierdzer zaleznych mozna korzystaé z nieréwnosci Bonferro-
niego. Zachodzi nierdéwnosé

() 1-2(® = P{Q[I (sg) -o]};1 -% P{I (Sg) = 1}.

Definicja 3. Oczekiwanym biedem rodziny F nazywamy wyrazenie
N(F)
(55 E(P) = 3{1«' (P)/N (p)} -[12 P{I (Sy) = 1}]/n (F).

Pomiedzy prawdopodobieristwem biedu a oczekiwanym biedem za-
chodzi nastepujaca nieréwnosé (patrs [11] )

E(PS P ()N (B E (F).

W dalsze] czedéci tego paragrafu rozpatrzymy prawdopodobieri-
stwo bledu P (P) dla testéw podanych w paragrafach od 3 do 8. Dla
uproszczenia, przypuiémy, 2e mamy dwie niegalezne zmienne losowe
x,, 12 o rozktadzie normalnym ze Srednimi odpowiednio Mqs My i wa-
riancjq 1. Rodzina stwierdzei F skXada si¢ 2z dwéch stwierdzer
py = 01 py = 0. Mamy tu wige N (PF) = 2, Mozemy testowaé hipotesze

(6) H 3+ py=0, py=0

lub dwie hipotezy oddzielnie

(7 Hy tp, =0, Hy:t py, =0,

Dla testowania hipotezy (6) moina zastosowaé statystyke o rozkia-
dzie normalnym 2z poziomem istotnosci o dla pojedynczego stwier-
dzenia, ozyll o= P {I (Sp) = 1}, £ 1, 2. Obszar prayjecia dla
tej hipotezy powstanie z oddzielnego testowania hipotez (7) i be-

dzie kwadratem o boku 2u.y2. Wartosé Yoy jest gérnym 042 procen-
towym punktem rozkladu normalnego, inaczej wartoscig krytycezng
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Rys. 1.

testu dwustronnego na poziomieo.. Dla o = 0,05 mamy Uoyp= 1,960.
Obszar przyjecia hipotezy (6) jest przedstawiony na rysunku 1, za-
znaczone sg réwniez obszary odrzucenia osmiu mozliwych alternatyw.
Znajdimy prawdopodobieristwo bledu dla rodziny F. Oznaczmy przez

O =P{I(5p) =1}, £=1,02.
Wtedy 2z wzoru (3)

P(F) =1-(1-0)(1-0y),
Jes1li obierzemy mﬁ = 0, = &= 0,05, to

P (F) =1 - (0,952 = 0,0975.
Widzimy, e prawdopodobieristwo podjecia co najmniej jednej bZednej
decyzji Jest réwne prawie 0,1. Ocgywidcie przy wigkszej ilosci
zmiennych losowych, a stad wickszej liczbie stwierdzer, prawdopodo-
biefistwo bedu bedzie jeszcze wicksze.

Oczekiwany bXad dla rodziny F otrzymamy z wzoru (5):

E (P) -0-3;—0'2-o¢-o,05.

W wielu sytuacjach prawdopodobieristwo bXedu réwne 0,1 moze
by¢ zbyt duze. Tak duzego bledu unikajs test Tukeya (§ 5.1), stu=
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dentyzowany maksymalny moduX (§ 7) 1 zasada R (§ 6). Te trzy tes-
ty oparte sg na statystyce max~ﬂx ’ |x2|} i narzucajgq z géry,
aby prawdopodobienistwo bledu dla rodziny F byZo réwne X, tzn, aby
P(max {lx .8 Ix2 1} < e} =1 -, 2 wzoru (3) prey zalozeniu, ze
P{I(5) = 1} =P {1 (S,) = 1} = otrsynamy

1-6a=(1-x)2

0&-1-\‘1‘&.

Jes1i obierzemy prawdopodobiefistwo btedu dla rodziny F réwne 0,05,
czyld oL = 0,05, to prawdopodobieristwo bZedu pojedynczego stwier-
dgenia jest

stad

L= 1 -V0.95 = 0002530

Dla poziomu istotnoéci o= 0,0253 testu dwustronnego o rozktadzie
normalnym odezytujemy wartosé¢ krytyczna Yoy = 2,236, Obszar prazy-
jecia dla hipotezy (6) bedzie kwadratem o boku 2. 2,236 1 jest
przedstawiony na rysunku 2., Zmniejszajac prawdopodobiefistwo big-
du dla rodziny F zwigkszylidmy obszar preyjecia 1 stgd réwnlez
przedzialty ufnosdci dla parametrdw.

X2

2.236

%/

,u».-o
/

.

Rys. 2

\‘
\

\

~2236
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Jesli gmienne losowe sq niezalezne, to mozna obliczaé praw-
dopodobieristwo biedu dla rodziny F 2z wezoru (3). W przypadku za-
leznosci zmiennych losowych Xy X, P(F) nalezy oblicgaé z wzo-
ru (2). Bardzo csgsto obliczanie P{ I(S, ) ... I(S, ) = 1}, gdzie
wakafniki £i5 «oey £y 83 elementami gbiotu {1, 2% o bl (P}, epra-
wia duze trudnosci. Te trudnosci mozna omingé stosujac nierdwnosé
Bonferroniego (4).

Test t - Bonferroniego jest oparty na nierdwnosci Bonferro-
niego (4)

1-2(M>1-2{1(3,) =1} -2{1(s,) = 1}.
Jes1li obierzemy P{I (5)) =1} = P{I (5,) =1} =, to

1 =P (F) >1-2x
ceyli
P (F) < 2,

Jesli zazgdamy, aby prawdopodobieristwo bedu P(F) nie przekroczy-
20 wartoéci X, na przyklad réwnej 0,05, to musi zajséé relacja

P (P SZ(X,-&
czyli —

= %‘- Qagi = 0,025.

Xz

7

7 / /f/o/ /

-2.241

2.241

Rys. 3
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Wartoséé krytyczna testu dwustronnego o rozkladzie normalnym dla
o= 0,025 wynosi Uoyp = 2,241. Obszar przyjecia przedstawiony na
rysunku 3 jest kwadratem o boku 2-2,241. Otrzymalismy jeszcze
wigkszy obszar przyjecia, poniewaz prawdopodobierdstwo bigdu dla
rodziny F nie jest doktadnie réwne 0,05 lecz moze by¢ mniejsze
od 0,05.

ZnajdZmy prawdopodobieristwo biedu i obszar przyjecia dla tes-
tu Scheffego. Test Scheffégo uzywa statystyki p i Xf + X3 & dwo-
ma stopniami swobody, ktéra siuzy do testowania hipoteszy (6). Gér-
ny 5% punkt rozkzadu x2 z dwoma stopniami swobody wynosi 5,991.
Obszar przyjecia dla hipotezy (6) jest zatem koiem

2 2

o promieniu V5.991 = 2,450, Dla testowania hipotez postaci (7),
ktérymi zajmuje si¢ test Scheffégo, obszar przyjecia zostal po-
wigkszgony do kwadratu o boku 2 « 2,450 (patrz rysunek 4). Przy po-

X2

e
XX

X X0
2%
R

S
A

Rys.4

wigkszaniu obszaru przyjecia smniejssyt si¢ poziom istotnosci,
czyli P (P) < 0,05. Znajdfmy dokZadng wartosé P{ I (S,) = 1}, t=
= 1, 2 oraz P (F), Mamy
o= P{1(S) =1} =2{|U|<2,450}=0,0143 (£=1,2)
orag
P () =04 +%, = P{I (3,) I (Sp) = 1}< 20t =0,0286.
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DokXadna wartoéé P (P) wynosi 0,0284. 2 rysunku 4 widaé, Ze je-
2eli punkt obserwacji wpadnie do obszaru zakratkowanego, to hipo-
tega (6) zostanie odrsucona, a hipotezy (7) przyjete. Ta sytuacja
bardzo czgsto zdarza sie w praktyce.

Obsgar przyjecia testu Scheffégo smienia nieco postaé dla
testowania niezaleznych funkcji liniowych 4'1 = 2131 py Dla hi-

potez ‘P = 0 jest on vysnnsony przes pary prostych réwnolegiych
styeznyeh do okregu X ¢X§ = 5,991, Jezeli tych par prostych jest
wigcej nis dwie, to obszar przyjecia bedzie mniejszy niz kwadrat
na rysunku 4, a P (P) > 0,0284 ale nadal mniejsge od 0,05, Jesli
mamy nieskoliczenie wiele par prostych stycznych do okregu xf+x§ =
= 5,991, to obszar wyznaczony przez te proste pokryje si¢ z ko-
tem, Otrzymamy w tym przypadku P (F) = 0,05. Reasumujgc krétko,
prawdopodobieristwo bledu P (F) testu Scheffégo dla testowania hi-
potez u, =0 (1=1, 2) jest mniejsze od ™, ale dla testowania wszy-
stkich mozliwych funkcji liniowych 1‘1 = 0 jest dokXadnie rdwne oL,
W praktyce jednak interesuje nas tylkoe skoriczona licgba funkcji
liniowych ¥, i stad prawdopodobieristwo biedu testu Scheffego jest
mniejsze od X,

Test najmniejszej istotnej réinicy skiada sig¢ z dwéch kro-
k6w. W pierwszym kroku testujemy hipoteze (6) przy pomocy testu
X = xa + xg (przy nieznanej wariancji stosujemy test F). Wartosé
X, pordwnujeny z gérnym ® % punktem rozkladu X° z dwoma stopnia-
mi swobody. Na przyklad dla oL = 0,05 X2 (o) = 5,991. Jesli X" <
<5,991, to przyjmujemy hipoteze (6) i réwnoczesnie hipotezy (7).
Postepowanie na tym kroku koficzymy. Jesli 12 > 5,991, to przecho-
dzimy do nastepnego kroku. W drugim kroku wartosci Ixil (1=1, 2)
poréwnujemy z gérnym 2,5% punktem rozkladu normalnego (dla niezna-
nej wariancji stosujemy rogklad t - Studenta) czyli =z wartosciag
1,960, Jesli Ix1I>1,960. to przyjmujemy, ze p, # O, w przeciwnym
wypadku gdy lx1| < 1,90, przyjmujemy p, = O (1=1, 2). Obszar
przyjecia dla testu najmniejszej istotnej réznicy Jest przedsta-
wiony na rysunku 5. Jesli punkt obserwacji wpadnie do tréjkacikéw
zakratkowanych, to hipoteza (6) zostaje odrzucona, natomiast nie
mamy podstaw do odrzucenia Zadnej = hipotez (7).

Test Duncana i Newmana - Keulsa sklada si¢ 2z kilku krokéw.
Dok*adna procedura postepowamia zostanie oméwiona w § 5.3 1 § 5.2.
Interesujace sg obszary odrzucenia dla testu Duncana i Newmana -
Keulsa, ktére mg przedstawione na rysunku 6.
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Al
Duncan obiera poziomy istotnosci w zaleznosci od ilesci szmiennych.
Poziom istotnosci dla p Srednich jest zdefiniowany nastepujaces

OLP = d'IP‘lv Pos ecey Pp) =

= P{D(p., f Ba V.o VEp 4 # pp)|p1 T R tes, ...,pk-i"‘"}.
gdzie D(P‘l # Hp U eee U Py ¥ pp) oznacza decyzje, Ze zachodzi
conajmniej jedna z relacai By # Bos eees Bp-1 # ppe Dla testu Dun-
cana 0, = 1 - (1 =o)P-1, a d1a testu Nemana - Keulaao( =L dla
P=1, ccoy k, gdzie oL jest obranym poziomem istotnosci pojedyn-
czego pordéwnania. Szersze oméwienie prawdopodobiedstwa biedu P(F)
dla testéw rozpatrywanych w § 3 - § 8 mozna znalesé w [11].

3. Test Scheffégo

Niech skorelowane zmienne losowe 11. ecey Xt majq rozkzad
normalny ze srednimi Bqs ee+s @y i wariancjami 6,. olelals 61: Danych
jest n niezaleiznych obserwacji x31 (T, TSR T e sl
dla kazdej z tych zmiennych losowych. Zmienne te bedgiemy trakto-
waé jako jedna k-wymiarows zmienna losowsy X = (X, ..., xk)' .
a ich obserwacje jako n statystycznie niezaleznych wektordéw }_1 =
= (Xyg0 cees xm)’, cees Xpom (Xyp0 vees X, ,) " posiadajacych jed-
nakowe rozklady takie Jjak rozkZad zmiennej losowej X. Zgodnie
z przyjetyml wyzej zaloZeniami o normalnodci zakiadamy, Ze zmien-
na losowa X ma k - wymiarowy rozkad normalny o wektorze srednich
&= (5:1. ot pk) i macierzy kowariancji I = (5 o) 913) s 60 krét-
ko zapisujemy w postaci

X ~N (Eni)-

na podstawie préby sa nastepujace:

Oceny parunetréwg i I
ﬁ' z' (x1' ceey ik)'
3

¥ s A, gdzie
n
1'35}13'
n -
= x - X - X - *)y
4= 2@ -DG -D - (ay)
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Wektor Z Jest wektorem Srednich arytmetycznych, a macierz A jest
macierzg sum kwadratéw i iloczynéw.
Test Soheffégo podaje elipsoidy ufnosci dla niezaleznych fun-

k
keji liniowych 'Pi = 53;1131 Py (=1, ..., 9, q <k), gdzie 1Ji

oznaczaja dowolne state (por. [13]. [11]. [14]). Na poziomie uf-
no$ci 1 - X przedzia ufnosci (inaczej obszar przyjecia dla hipo-

tezy H : 2131513 = 4:1) ma postaé

¥y - ¢1| <53
o A A
cante By = £ 1, fy.
(8) aq-(a-N@-0"7r (),
(9) 3%1 ol (a-0"" 10 A,

1y = (1gg0 coes 1y)

Wielkosé F a3 () oznacza gérny <% punkt rogkladu F z q i n-k
stopniami swobody. Zgodnie =z poczynionymi w rozdziale 2 rozwaza-
piami o prawdopodobiefistwie bledu testu Scheffégo mozemy napisaé
nastepujgca nierdwnosé

1*{|4»1 -$1|<33¢, R SR q}>1 -,

k
Niezalezne funkcje liniowe ‘P Jz%"ji RBys T b i1y 135 gkt
dla ktérych staZe cji speiniajs warunek

(10) Z1c dla 4 =1, v.oy k=1
J-

nagywamy poréwnaniami lub kontrastami. Wzory (8) i (9) =g sXuszne
réwniez dla kentrastéw, podstawiajgc tylko q = k-1 i za n-k wiel-
koéé n-k+1. Korzystajac z warunku (10) mozna elipsoide ufnosci dla
k=1 niezaleznych pordéwnar napisaé w postaci (por. [14])

|93 - 91l < 5354
gizie SZa (k-1sln-Nla-k+ DR (%),
Gi=n'@-nD"¢gpang -
3 k-1 ket
*ata-1) ;{—; f?, g1 374 (8yp + 8447 =

B = 857)s  C4 = (oqgs eees 0pq )
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Macierz D o k-1 wierszach i k kolumnach jest nastegpujgcej postaci

ATy DY
0-100-01

¥ praktyce najczescie] interesujs nas poréwnanmia. Mogg to byé
poréwnania postaci

¢1 .P4 -PB 21 = (0. 0, "1)
+
4’2'&1_'1}"‘%' gy = (0, -1, 1/2)°

“PB 'Eﬁgﬂz‘}ﬁo ,C_3 = ('1. %v 13)'

lub pordéwnania wszystkich Srednich z jedng Srednig

?1'514"5‘1' gy = (=1, 0, 0)°
+2'P4'P2r 22-(0- -1, 0)’
4)3'P4’P3t 93- (o, 0, '1)‘0

Dla réwnoczesnego pordéwnania wszystkich sSrednich By oz opy (1 -
=1, ..., k=1) uzywamy kontrastéw dajacych si¢ przedstawié w pos-
taci wektoréw C, = (0, 0, .00y O, =1, 0y 0y 0)°, gdzie 1liczba
-1 jest na i-tym miejscu. Elipsoida ufnosci dla kontrastéw 4'1 =
=pm - By (4=1, ..., k=1) przyjmuje postaé

(11) |1»1-$1|<\/(k-1)(n-k+1)"‘n’1(au-zaumkk) Ko i () .

Jesli zalozymy, Ze zmienne losowe x.,. PP xk 8q niezalezne
z jednakows wariancja 62. to wtedy macierz kowariancji 2_: = 62 P
gdzie I jest macierza jednostkows, tzn.

240 Yo 0910

O e siae: 10

0 0" o9 1 Jo
Oceny 8% dla funkcji liniowych upraszczajq sie. Niech s% ogznacza
ocene wariancji 62 z V stopniami swobody. Ocena wariancji 62 za=-
lezy od uktadu doswiadczalnego (patrz [4], [12] s [13]). Na przy-
k2ad dla klasyfikacji pojedyrnicze]

k -
P> > (& - X2, Ve k(a-1).

I =

=1 1=1
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Elipsoida ufnosci dla niezaleznych funkcji liniowych przyjmie po-
staé

2
~ ﬂ o
L 4*1|qu- ey (oc)-\j -52 By, ;2_:1131 .

i= 1. seeey qy _];1 = (111’ seey lki) .

Dla k-1 niezaleznych poréwnaii elipsoida ufnosci przyjmie postaé

A Bzv k 2 L
(12) |‘P1 = ‘PiIS (k-1) = Pk—1,v (o) 3.21031 -

Dla poréw;aﬁ wezystkich érednich p, 2 (4=1, ..., k=1) otrzy-
mujemy Y. °§1 = 2 1 elipsoide ufnosci postaci
J=1

A (k - 1)-8 '
(13) |44 -¢1|$\/————Y b =2 15 A

Przypusémy, ze dla niezaleznych zmiennych losowych x,, dies
soey Xk mamy niejednakowg liczbe obserwacji. Niech dla zmiennej
losowe] X, danych bedzie n, obserwacji le' J = 1500009k ls=
® 1, eeey na. Test Scheffégo mozemy zastosowsé réwniez w tym przy-

padku zastepujgc we wzorze (13) wielkosé -—-Y- przez wyrazenie
2 1
< ()

k 108
a we wzorze (12) wielkosé (s%/n)ch?i przez wyrazenie agd): —51; .
=1 =1 3
Za oszacowanie wariancji 62 mozna (dla klasyfikacji pojedynczej)
przyjaé wyrazenie
9

g 118 2

1 -

- - = n - k.

3 :j; é (131 xa) ’ v E; 3

Przypuéémy, ze macierz kowariancji wektora losowego X Jest

postaci ﬂ: 62.0., gdzie 42 jest nieznanym parametrem, a Q znan.\
macierza symetryczna dodatnio okreslonsg. Oszacowanie parametru 6
jest nastepujace (por. [11])

P roatiaal. Hovta -0 (@ -, v=kin-1)
TR, 7 g = =1 ' -
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Elipsoidy ufnosci dla kontrastéw beds postaci

A B% 5 1/2
|41 - 4] < [(k "D B v @ 7‘9199-1] !
gdzie '
€4 = (044s ceovs O g 40 o) -

3.1. Podsumowanie i uwagi

Test Scheffégo moze byé stosowany dla ogblnego przypadku, gdy
zmienne losowe x,, =T Xk reprezentuyjgce badane populacje B e
coe 'j‘k sa zalezne, W tym ogélnym przypadku konieczna jest jedna-
kowa licgba obserwacji. Jeéli macierz kowariancji i jest postaci
62 I 1w 52_(_).. wtedy test Scheffégo mozna réwniez stosowaé dla
niejednakowej liczby obserwacji.

Test Scheffégo ma szerokie zastosowanie. Mozemy przy jego po-
mocy tworzyé przedzialy ufnoséci dla srednich, réznic migdzy Sred-
nimi dowolnych kontrastéw i funkcji liniowych. Poréwnajmy go z in-
nymi testami. Testy: studentyzowany maksymalny moduX, zasada R,
Tukeya 1 Newmana-Keulsa sa lepsze dla poréwnan par srednich nig
test Scheffe'go. Dla matego q (liczby liniowo niezaleznych funkcji
liniowych 4)1 j 3 p ) test t - Bonferroniego jest lepszy. Dla
rodziny q liniowych kombinac:]i wartosé¢ krytyczna testu t - Bonfer-
roniego wynosi t _, (©/2q) (1ud t (°‘-/2q)). a dla testu Scheffego
warto$é krytyczna wynosi [q-F

A— =-]? (b [ 7y, )]"‘)

Dla malego q moze sie zdarzyé, Ze wartosé krytyczna teetu t - Bon-
ferroniego bedzie mniejsza od wartosci krytycznej testu Scheffego.

3.2. Przyklady

Przyktad 1. Przeprowadzono doswiadczenie z k = 10 odmianami
grochu w n = 21 miejscowosciach rozmieszczonych na terenie kraju.
Wyniki Srednich plonéw w q z ha 84 zaczerpnigte g pracy [1] i u-
mieszczone ponizej w tabeli 1. Sumy kwadratéw 1 iloczyndéw odchy-
led poprzez miejscowoséci dla poszczegélnych odmian i ich par sg
umieszezone w tabeli 2. Litery 2P, KW, W&, B, C, ZB, KP, W, Cz, KM
oznaczaja odpowiednio odmiany 26Xty pomorski, Kujawski Wczesny,
Wiktoria Lagiewnicki, Bulawa, Cezar, KM 762ty Pomorski, Kujawski
Pé%4ny, Wiktoria PZHR, Czwartkowy, KM 500.
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Tabela 1
Srednie plony nasion odmian grochu w q 2z ha
Odmiany
Miejs- KM Cz W KP. 2B :'0C B WL KW ZP
cowosci
Pl‘lOd'OJO'O 26.3 31.1 29'5 29:7 35.0 30’3 ”07 3111 33’9 29s°
Tarnawa G. 27,5 20,1 28,9 28,5 29,0 27,9 30,3 28,1 32,3 31,4
CzesXawice 21,3 22,3 25,1 24,3 27,0 28,5 27,9 27,7 31,3 23,4
Banaski 18,8 26,1 24,6 26,1 20,9 29,7 18,6 29,8 25,8 28,6
Cieszyce 23,6 13,5 22,0 25,6 23,8 24,3 32,1 23,7 30,5 27,9
Lipie 22,6 18,7 20,4 23,7 24,3 20,8 25,4 25,2 26,1 26,0
Kawenozyn 18,1 22,3 20,4 19,9 22,1 23,1 21,0 23,1 22,3 23,5
Wojciechowice 17,8 17,4 15,4 18,6 23,8 21,2 19,2 21,9 24,2 19,7
Szonowice 18,3 14,3 17,0 21,0 20,2 21,1 25,0 19,0 22,6 19,3
Wronéw 10,7 16,0 15,0 17,3 18,1 18,8 20,1 19,8 19,4 22,2
Sielec 18,2 15,1 20,2 16.1 14,9 19,9 20,3 14,3 18,2 19,1
Sbétka 18,0 12,3 15,8 16,9 19,2 16,4 20,5 16,4 20,1 17,7
Radostowo 12,8 16,0 16,2 16,5 14,6 18,9 15,8 20,5 17,3 19,4
Zadabrowie 10,4 17,4 15,9 14,1 17,0 20,6 14,6 18,9 17,9 20,0
Zabornia 11,8 15,5 13,6 16,5 13,1 15,2 16,7 17,6 13,7 18,1
GXogowa 10,6 12,6 13,5 15,6 11,4 14,1 15,7 17,1 12,1 18,2
Majkéw 11,5 13,7 12,1 12,5 12,6 16,1 14,3 16,8 15,0 15,7
Dzierzbice 7,1 12,3 12,4 14,3 9,7 13,3 12,2 14,6 10,0 15,4
Falecin T,7 7,6 T,7 11,1 12,7 7,3 13: 0 13,7 13,2 15,4
Strugi 7,3 11,7 10,0 9,5 11,8 11,8 8,8 12,3 12,3 11,6
Przelewice 6,7 5,8 7,0 7,6 8,5 6,0 7,9 9,9 8,5 8,9
b3 18,4 18,6 19,3 19,5 20,1 20,3 20,5

n -
n wm
-
o
b
o
-
w
-
=~
-
w



16 Mirostawa Sitek

Tabela 2

Sumy kwadratéw i iloczynéw odchylen
poprzez miejscowosci dla poszczegélnych odmian i ich par

zp KW WL B

c

ZB

KP W Cz KM

ZP 675,20 793,78 640,18 697,52
KW 793,78 1161,03 817,66 987,33
WL 640,18 817,66 700,50 652,42
B 697,52 987,33 652,42 971,91
C 707,34 938,50 745,14 766,28
%B 689,57 1028,19 733,24 862,75
KP 681,01 877,70 684,64 784,68
W 674,02 879,75 674,87 758,98
Cz 538,57 678,76 620,94 501,25
KM 651,35 932,84 633,73 846,42

707, 34

689,57

938,50 1028,19

745 ,14
766,28
914,40
816,18
762,74
811,19
709,46
747,33

733,24
862,75
816,18
967,53
773,50
774,59
650,33
824,35

681,01 674,02 538,57 651,35
877,70 879,75 678,76 932,84
684,64 674,87 620,94 633,73
784,68 758,98 501,25 846,42
762,74 811,19 709,46 747,33
773,50 774,59 650,33 824,35
755,79 731,93 579,44 736,67
731,93 792,36 631,75 748,15
579,44 631,75 683,34 525,98
736,67 748,15 525,98 840,62

Tabela

3

Wartosci statystyki Scheffego

i by Py ayy-2aray 33$1
1 B -pg 0,2 248,67 4,99
2 my-mg O 95,34 3,09
3 my -ng 1,0 252,07 5,02
4 myp-pg 1.2 174,92 4,18
5 By B 19 263,59 5,13
6 By = By 2,1 68,97 2,62
T By = P3 3,2 119,52 3,46
8 M40 ~ B2 4,2 281,40 5,30
9 Byg = By 4,9 213,12 4,62
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Rozwazmy tylko poréwnania wszystkich Srednich By z2 My, 1=
=1, ..., k-1. Elipsoida ufnosci przyjmuje postaé (11). Wartosci
85ys 8445 8, 54 to odpowiednie elementy tabeli 2. Wartosci *1 =

= E& - ii oraz

A -1 =1 )
s~c‘,¢1 . \/(k-1)(n— k+1)7 07" (ay4-2a, +a) B g ooy

dla = 0,05 85 podane w tabeli 3. Wartosé krytyczna F wynosi
Fg, 12 (0,05) = 2,80. Z tabeli 3 widaé, ze tylko ¥g > 5-35. Zatem
przy poziomie istotno$ci Ot= 0,05 populacja odpowladajgca gEred-
niej 510 ré2zni si¢ istotnie od populacji odpowiadajgcej Srednie]
Xqe

Przyktad 2. Przypusémy, z2e interesuja nas poréwnania Srednich
tylko dla miejscowos$ci Lipie. Doswiadczenia dla kazdej miejsco-
wosci byly przeprowadzone metodsg losowanych blokéw o r=6 blokach
czyli powtdrzeniach, Srednie z miejscowo$ci Lipie w kolejnosci
rosngcej sa umieszczone w tabeli 4. Jest tutaj speZnione zaZozZe-
nie o niezalezno$ci zmiennych losowych. Sredni kwadrat bledu svz
dla tej miejscowos$ci jest obliczony wedZug wzoru

=1 1=1 %
gdzie
- V= (k= 1)(r = 1)
- 1 ke
x.l = % 3?1!31
- 4 s
_‘3. =7 1.21’31
ol 1 ¢ i 1 | 1 k " - )
X .,*"7r 1%‘.1 i 35_:1 5. * 7K f_:, E,‘;u WYECEL: 3; 88 &5

= (10 = 1)(6 = 1) = 45 stopniami swobody.
Przypuéémy, Ze interesujs nas poréwnania

¢ _P1 + &5 +P3_Gi4"ﬂ5*!l§
1

3 3
(1)

fy 1.8 Bg + 810
oy e ey
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Tabela 4

Srednie plony nasion odmian grochu w q z ha z miejscowo$ci Lipie

0d-

mia-| Cz W C KM KP ZB WL B 2P Kw
na
3 1 2 3 4 5 6 {4 8 9 10

;1 18,7:520,4 7 20381122;6..2357 124,3125;2 025, 4« 26,00126,1

Wartodé (8'64’1)2 bedzie wynosié dla 1 = 1, 2 odpowiednio

: 10 , 3 3
; PR Poyq5() = e 5 Bg 45 = 3,440 By, 5 ()

10
% 2 s
2ptt 5o, By, 50 = TR 10wy 5() = 13,040 By 5(%)

J=1
Oceny kontrastéw sg nastepujace
q;" . '3956
¢’2 - ’0975

Przypusémy, 2e interesujs nas hipotezy q’i =0 (i=1, 2), Dla ®X=
= 0,05, F9‘45(0,05) = 2,81 oraz

s-'<§¢1 =19,6664 = 3,11
3-84,2 = {14,49% = 3,80.

|:l31| > 3,11
|$2| < 3,80
Przedzialy ufnosci dla pordéwnar ‘Pi beda nastepujagce
-6,67 = =3,56 - 3,11< ¥, <-3,56 + 3,11 = -0,45
-4,55 = =0,75 - 3,80 ¢, <-0,75 + 3,80 = 3,05.

Wyciggamy stad wniosek, ze sredni plon odmian Cz, W, C rézni sie
istotnie od Sredniego plonu odmian KM, KP, ZB na poziomie istot-
nosci 0,05, Natomiast éredni plon odmian Wik, B jest taki sam jak
éredni plon odmian ZP, KW na poziomie istotnosci 0,05,

Widzimy, ze
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Prgyktad 3., Przypuiémy, 2e dla miejscowosci Lipie interesuje
nas wybér najlepszej odmiany lub podzbioru =zawierajgacego najlep-
szq odmiange. Przez najlepsza odmiang rozumiemy tutaj odmiang, kté-
ra daje najwiekszy sredni plon. Musimy w tym przypadku zbadaé po-
réwnania srednich my z oy (.= Vg eracion Kad)ie

Tabela 5
Réznice srednich X0 = X4

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

x, 7.4 5.7 5.3 3.5 2.4 1.8 0.9 0.7 0.1

Dla danych z tabeli 4 mamy

) -
N, 2.‘ .
s.d?.\/_r" (x - 1) Pk-‘l.\)(u) .VL‘}.I.M « 9. p9'45 (ct) =
= v10,32 . F9'45 ((M) = v10'32 . 2|B1 = 5'39-

Réznice 510- ;1 ss umieszczone w tabeli 5 i poréwnujemy jo z wiel-
kodcia SS,. Widzimy, ze X,o - X,<5,39 dla i = 3, 4, ..., 9. Wy-
ciggamy stad wniosek, Ze na poziomie istotnosci 0,05 odmiany C,
KM, KP, 2B, W&, B, ZP daja plony nie réiznigce si¢ statystycznie
istotnie od plonu odmiany KW,

4. Test t - Bonferroniego

Przypuéémy, 2e zmienne losowe Xys eees X, maja gczny k-wy-
miarowy rozklad normalny 2z wektorem Srednich u i macierzq kowa-
riancji Z. Przedzialy ufnosci dla rodziny s kombinacji liniowych
(niekoniecznie niezaleznych) ¢y = % 144 Ry stytystyki t - Bonfer-
roniego sg nastepujace (por. [11])

i . 12
(15) |45 = $y| < tpeq (720) - [n—(FI-_TT-l-i A—lij '

l‘i .(111' seey 1k1)'g i= 1’ esey By

gdzie t _, (x/28) oznacza gdérny o/2s% punkt rozkladu t - Studenta
z n-1 stopniami swobody. Oznacza to, 2e hipotezg¢ H: "’1- 1 ipj =

= 53:131 pg -_4’2. i=1,2, ..., 8 odrzucimy na poziomie istotnos-
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ci oL jedli

. ; 1/2
|43 - ‘l’1|> tpeq (04/28) [n_(n_'l_ﬂ' pr S li] .

Wzér (15) Jjest réwniez stuszny dla kontrastéw. Podobnie jak przy
tescie Scheffégo mozemy znalefé przedzialy ufnosci dla interesu-
Jacych nas poréwnai Srednich py (L=1, ...y k=1) 2z jedng Srednig
Mo Dla Gy =P Ny otrzymujemy elipsoide ufnosci postaci

A a,, -2a,, +a, 1/2
|94 = By | < taey /(2 (1)) | Ao il kK

Przypu$émy, %e zmienne losowe X1, obwp Kk sg niezalezne o roz-
kXadzie nomalm ze érednimi odpowiednio m,, ..., my i wspbélng
wariancjg d Niech dla kazde] zmienne;] losowej X, danych bedzie n
(3 =1, ...» k) obserwacji X5 (1= Ty o0 nj) Przedzial ufnoé-
ci dla s kombinacji liniowych bedzie nastepujagcy

2 1/2
A - 4| < t(Ob/Zs)'Zkflz 1=1 x
1 v 1 3-1 Ji ’ 9 ece ’

gdzie s% jest wspélng oceng wariancji 62 opartg na V stopniach
swobody.

Niech zmienna losowa X = (11, ARRE lk) ma k-wymiarovy roz~-
kYad normalny o wektorze Srednich n= (p 3 eeer M ) i macierzy

2 = 1 k

kowariancji E =60, gdzie O = (wy) (4, § =1, ooy k) Jest
znang macierzg symetryczng dodatnio okreflong, a 62 nieznanym pa-
rametrem., Przy tych satozeniach przedziay ufnosci dla s kombina-
c¢ji liniowych sg nastepujgce

I 2 1/2
|91 = | < ty (720) [':TY liﬂla] .

4.1. Podsumowanie i uwagi

Poréwnujgc test t - Bonferromiego z innymi testami mozemy wy-
sungé nastepujace uwagi. Testy oparte na studentyzowanym rozste-
pie (Tukeya i Newmana - Keulsa) dla poréwnan wszystkich par Sred-
nich sg lepsze (w sensie krétszych przedziaéw ufnosci) od testu
t - Bonferroniego. Jesli interesowalaby nas tylko czgéé pordwnan
par érednich, to moze sie¢ zdarzyé, 2e test t - Bonferroniego da
krétsze przedzialy ufnoséci niz testy oparte na studentyzowanym
rozstepis.

Jak juz wspomniano przy tescie Scheffégo, dla ogélnych kon-
trastéw 1 matej liczby funkcji liniowych ¢y (1 = 1, ..., 8, 8<q)
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test t - Bonferroniego moze si¢ okazaé lepszy od testu Scheffe'go.
Poréwnujgc odpowiednie wartosci krytyczne testu t - Bonferroniego
(tp.q (0t/28) 1udb t, (0'»/25)) z wartoscig krytycsng testu Scheffé-

g0 (El a, a-x —i-] lub I:- -~ (Ot):]”z, a dla pordéwnai

[‘k =D gk 9 ;‘-"H—:]m Lub [(k - 1) rk_,n,(ov)]”z)

mozemy stwierdzié w konkretnej sytuacji, ktéry test jest lepszy.
Podobnie moze sie zdarzyé, 2e przedzialy ufnosci dla poszczegbl-
nych $rednich testu t - Bonferroniego bedg krétsze niz testu Schef-
fégo.

Wartodci krytyczne t,(%/2s) sa gérnymi &/2s % punktami roz~-
k¥adu t - Studenta. Na koricu pracy podane zostaly wartosci krytycz-
ne statystyki t - Bonferroniego t,(/2s) dla (= 0,05 i o= 0,01,
s = 2/1/10, 15/5/50, v =5, 7, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60,
120, o-. Tablice te sg zaczerpnigte z [11]. Test t - Bonferronie-
go w swej konstrukeji korzysta z nieréwnosci Bonferroniego, dla-
tego jego poziom istotnodci Jest mniejszy od OL. Zachodzi zatem
nieréwnosé

A 1/2
p{|¢i - ¢1|$tn_1(°&/23) [n 27T L4 A _1_1] Pl B PPT s};1 -,

4.2, Przykiad

Dla danych z tabeli 4 znajdfémy przedzial ufnosci dla kontras-
téw (14). Wartosdé krytyczna t,(o/2s) = 2,32, dla X= 0,05, V= 45,
8 = 2, Przedzialy ufnoéci dla kontrastéw ¢,, §, wynoszg odpowied-
nio

|lp1 + 3.56|$2.32 [3‘ = 'g = 3'4‘] = 1,43

1/2
|‘~P2 + 0.75' 2,32 [g . 3, 44] = 1,76,

Poréwnujgc odpowiednie wartodci krytycsne testu Bonferroniego
1 testu Scheffégo widzimy, Ze

tys0/8) = 2,32 <[k -1) B y,,500] 2 = [9-2,81]12 a 5,02,

a stgd
1’43<3'11 1 1’76 <3|w-

Dla interesujgeych nas dwéch kontrastéw otrzymalismy krétsze prze-
dzialy ufnosci niz dla testu Scheffégo. Jesli interesowalyby nas
wszystkie k-1 = 9 poréwnaf, to otrzymalibysmy t,s (%/(2 +9)) =2,91
dla o = 0,05, ktére nadal jest mniejsze od 5,02,



22 Mirostawa Sitek

5. Testy oparte na studentyzowanym rozstepie

Najczesciej stosowane testy poréwnad wielokrotnych oparte na
studentyzowanym rozstepie, to testy Tukeya i Newmana - Keulsa oraz
Duncana., Testy Newmana - Keulsa i Duncana postepuja stopniowo sto-
sujgac rézne wartosci krytyczne.

Zalézmy, ze zmienne losowe 11. ey xk 8§ niezaleine o roz-
k*adzie normalnym ze srednimi Bes eees Py i jednakowg wariancjg 62.
Niech danych bedzie n obserwacji dla kaidej zmiennej losowej X,
(L =1, ..., K). Przy tych zalozeniach statystyka studentyzowane-
go rozstepu dla testowania hipotezy Hy: my = ... =u, ma postaé
(16) Rem ™, {15, - %1 (avsy
a dla dowolnej hipotezy o réwnoédci k, érednich Hki' (u11 = .0 =
=)y ma postaé

ky

(17 = { X, -X / }
) B"i 1<1';':\|xs1:i |111 x‘ml [=re,
5.1. Test Tukeya.

Dla testu Tukeya wartosei statystyki studentyzowanego rozsteg—
pu zaréwno dla hipotezy Hk jak 1 Hk poréwnujemy z tg samg war-
toscig krytycznsg qk'v(c‘). Wartosdci lcr}tyczne qk’v(ot-) dla danych
k, V 1 X sg stablicowane w wielu podrecznikach statystycznych, np.
[11] » [12], [13:]. Hipoteze Hk lub Hki odrzucimy na poziomie is-

totnodei &, jeéli R, > U,y () 1ub Rk1> Ay (). Przedzialy uf=-
nosci dla réisnic srednich bedg nastgpujsce:
I(H'PJ) '(a';J)IS qk.v(a)'s\)/ﬂ i, =1, ccc0 k.

Test Tukeya mozna réwniez stosowaé do tworzenia przedzialéw uf-
k

nogei dla kontrastéw ¢, = > Cyq Uy» 1=1, ..., k1. Proedsial
J=1

ufnodci bedzie nastepujgcej postaci

~ 8 k IO l
|‘P1 'q’il < 9,y (M ﬁja "%1 ’
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Przypusémy, Ze dla zmiennych losowych x1. ee b Xk Xgczna ma-
cierz kowariancji X = 6202, gazie

) WY T

L, ST
Warunek =-1/(k-1)<gQ<1 jest konieczny i dostateczny na to by
macierz Q. byta dodatnio okreflona. Przedzialy ufnosci dla résnic
Srednich bedg nastepujgce
(18) |(F1 e Pj) E (ii - ;J)I < qk.\? (=9 50W/‘J?’
gdzie 2. .1 n = =1 =
.:\,-\,E1 (X -0D°Q7 (X, -3, v=k (n-1).

Trudno jednak znaleZé przyklad na zastosowanie przedzialéw ufnos-
ci (18) dla g # O,

Przypusémy, ze 4interesujs nas pordwnania grednich By oz Ry
(1 =1, ...y k-1). Hipotez¢ o réwnosci Srednich Hy: oy = py (1=
=1, ...y k=1) odrzucimy, jesli

| % - X > qp, , @9 sy AR

5.2. Test Newmana - Keulsa.

Test Newmana - Keulsa pordéwnuje wartosci statystyki studen-
tyzowanego rozstepu Rk' okreflonej dla hipotezy Hk' My = eee = Pk
wzorem (16), z wartoscig krytycznag A,y (o), a dla hipotezy Hkiz

Py, = cce =y poréwnuje wartosci statystyki Rki, okreslonej
1 k

i
wzorem (17) z wartoscig krytyczng qk,_,v ().

Przypusémy, Ze obserwowane Srednie sg tak ponumerowane, ze
speiniajq relacje

(19) L <% <...< 5 1< 5.
Jesli interesuje nas pordwnanie Srednich ii z X, to wartosci

statystyki:
R = (X - 51) Vo/sy poréwnujemy z U, y (=)

R _4 = (X, - X,) Vn/sy poréwnujemy z Qeq,y (9

R, = (Ek - ;k-1) Vn/s, poréwnujemy z Q% (.
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Wartoseci Q. y (o) o0 ool Q% y (o) odczytujemy dla danego o, V sto-
pni swobody dla biedu 1 iloéci zmiennych odpowiednio k, ..., 2.

5.3. Test Duncana

Podobnie jak test Newmana - Keulsa postgpuje test Duncana.
Réznice miedzy tymi testami polegaja na innym okreslaniu poziomu
istotnosci. Oznaczmy przez oy poziom istotnosci dla hipotezy Hkiz

o

P11

B ee & Pik » ki =2, 3, ...y k. Dla testu Newmana- Keulsa
i -1
o =ol dla kazdego ky. Dla testu Duncana XA =1 - (1 -0 b .
- 3

Zatem dla testu Duncana wartosci statystyki (17) poréwnujemy z war-
toscig krytyczng studentyzowanego rozstepu q .V 01 ). Wartosci
b b

krytyczne qk v Ulk ) w wielu podrecznikach statystycznych 8§ o=~
znaczane przez Do 1 mozna je znalefé w [11] [ ] [ ] [541 [ ]

5.4, Podsumowanie i uwagi

Testy oparte m studentyzowanym rozstepie podane zostaly tyl-
ko dla przypadku jednakowej liczby obserwacji. Kramer w pracach
Eﬂ p 3 [ﬁ] podat test Duncana dla niejednakowej liczby obserwacji.
Przypuéémy, e dla kazdej zmiennej X; mamy n, obserwacji (1=
=1, o0osy k). Niech obserwowane £rednie arytmetyczne speiniajg
nieréwnosé (19). Wtedy hipoteze o réwnosci Srednich By = Py =
= eee =y przyjmiemy jesli

2
et s 1 Sy
(20) Xy - "Js\l(n1 & '&;) A A PRRTESTRL L (YO B

Kramer ([9]) uogélnit réwniez test Duncana dla zmiennych losowych
skorelowanych, gdy oceny wariancji i kowariancji dla srednich aryt-
metycznych sg postaci €448y i cids%,, gdgie Cyqv °1j s§ zna-
nymi stalymi. Wtedy $rednie zaliczymy do grupy Jjednorodne] (tzn.
o jednakowych Srednich) jesli

(cyq = 26,2 + CLy) g2
= - 11 ij " V
(21), %y, ~Zy % \jr o " Yge1, v Ca-ger)e

Jesli liczby obserwacji ny lub staze C44- -2¢ iJ+oJJ (o wr i k)
réznig si¢ moono, to test Duncana okreslony wzorem (20) 1lub (21)
moze odrzucié hipoteze o réwnosci érednich, ktére uprzednio juz
zaliczyx do grupy Jjednorodnej. Zatem w przypadku niejednakowe]
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liczby obserwacji nalezy przyjgaé nastepujacg reguie postepowania:
nie ma istotnych réznic miedzy Srednimi, jezeli obie Srednie znaj-
dujg sie w grupie érednich jednorodnych.

Powyzsze uogélnienie Kramera dotyczy rdéwniez testu Tukeya
i Newmana - Keulsa, Statystyka studentyzowanego rozstepu w przy-
padku niejednakowej liczby obserwacji przyjmuje postaé

R, = - -]- _]_ }
k 1$'1"?§ <% {l! xJ V n,
oraz '
R, = max |- - X | El- -1—
) 1<=1,n-‘k1 11

Test Tukeya ma zastosowanie do testowania hipotez o réwnosci
kilku grup $rednich. Na przyklad, gdy hipoteza zerowa jest postaci

B Ry ¥ Mg, [y e CRes (Sp ™ ve FRE

test Tukeya bada, czy czesci hipotezy H s3 réwnoczesnie siuszne.
Poziom istotnosci testu Tukeya dla réznych postaci hipotezy H nie
przekracza &, Jednak dla poszczegélnych czefci hipotezy H poziom
istotnosci jest znacznie mniejszy od oX. Test Tukeya dla kontras-
téw daje na ogél druzsze przedziaty ufnosci mz test Scheffégo lub
t - Bonferroniego, natomiast krétsze przedzialy ufnosci dla réz-
nic $rednich,

Test Newmana - Keulsa dla hipotezy ogélnej H: By = cce = pp
jak réwniez dla hipotez

St Pap Snres Bl ocos Holimg TRy

odnoszgcych sie do czesci Srednich ma poziom istotnosci rdéwny ok.
Test Newmana - Keulsa, jak réwniez test Duncana, bada kazdg hi-
poteze o réwnosci pewnej grupy Srednich oddzielnie.

Szczegdtowe rozwazania nad testami Tukeya i Newmana - Keulsa
mozna znalesZé w [5] i [11]. Testy Newmana - Keulsa i Duncana ze
wzgledu na niejednoczesne testowanie hipotez o réwnosci Srednich
nie mogg sfuzyé do tworzenia przedzialéw ufnosci. Przy tescie Dun-
cana poziom istotnosci dla poréwnania wszystkich srednich jest
réwny 1- (1-<x.)k'1 i wzrasta do jeden, gdy k rosnie do nieskoin-
czonoséci. Zatem dla duzej liczby Srednich prawdopodobieristwo bze-
du moze byé duze. Na przyklad przy O = 0,05 poziom istotnosci dla
dziesieciu érednich %o ™ 0,37; dla dwudziestu Srednich X, = 0,62,
Mozemy wigc przy duzej liczbie pordéwnywanych Srednich podjgé bie-
dng decyzje.
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5.5. Przyklady

Przyktad 1. Znajdémy przy pomocy testu Tukeya przedzialy uf-
nosci dla kontrastéw 4)1, ‘Pz danych wzorem (14). Dla danych z ta-
beli 4 mamy n=6, s%, = 3,44, V= 45, 910445 (0,05) = 4,705 oraz

k
1y, ,(0,05) ;—EJL: Bul . 4705|288 . 1 - 3,5
’ n i=

k
q,,, (0,05) ;—;‘3 3: |i%z| = 4,705 Vig-"-* 1= 3,5

Dla kontrastu 411 otrzymalidmy przedzial diuzszy niz dla testu
Scheffégo 1 t - Bonferroniego, a dla ‘Pz przedziat krétszy niz dla
testu Scheffégo lecz duzszy ni%z dla testu t - Bonferroniego, Po-
niewaz Iq)il <3,56 dla 1 = 1, 2, wige nie mamy podstaw do odrzu-
cenia hipotezy Hi ¢, = 0 (4 %1, 2),

Przyktad 2. Dla danych z tabeli 4 pordéwnajmy wszystkie gred-
nie my z py (4=1, ..., k=1) przy pomocy testu Tukeya. Wartodci
statystyki Ry, a4y v (ct) oraz %Y, () dla o= 0,05, 1 =
=10, 9, ..., 2, V=45 53 umieszczone » tabeli & Widzimy, e war-

Tabela 6
Wartofci statystyki studentyzowanego rozstigpu

LRy = (B = Froger) V673,48 ay 450005 ay 450,09 V4

10 9,773 4,70 3,56
9 7,527 4,60 3,48
8 7,000 4,50 3,4
7 4,662 4,36 3,30
6 3,169 4,21 3,19
5 2,377 4,02 3,04
4 1,189 3,71 2,85
3 0,924 3,43 2,60
2 0,132 2,85 2,16

‘tosed Ry, Ry, R,y Rgy Rg . 37-(210- i") V6/3.44-4,622 sg mniej-
sze od wartosci krytycznej 44,45 (0,05) = 4,70. Zatem test Tukeya
stwierdza, ze odmiany KM, KP, 2B, Wk, B, ZP, KN majg Jednakowe
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érednie. Poniewa? Srednie sa ponumerowane od wartosci najmnigjsze]
do najwigkszej, to mozemy powiedziel réwniez, %2e wymienione od-
miany tworza grupe odmian najlepszych. Mozemy prsy pomocy testu
Tukeya znalesé wszystkie grupy jednorodne, to zpaczy grupy popu-
lacji o jednakowych $rednich. Otrzymujemy, e ;6 - 53 = 3,5<3,56,
'1:'5 - X = 3,3 <3,5, 'x'3 -, =2,1< 3,56. Wyniki mozemy przed-
stawié graficznie podkreslajac linig cisgglq érednie, dla ktérych
réznice El-'x' sg nieistotne (1>3, 1=2, ..., 10, =1, .ccy, 9,
tzn. podkreflamy odmiany, ktére maja jednakowe Srednie na pozio-
mie istotnosci 0,05. Okazuje sig, 2e distotne réznice tworzg od-
miany

Cz z KM, KP, 2B, W&, B, 2P, KW

W z ?B, WL, B, ZP, KW

C sz WL, B, ZP, KW

cse W C KM Kp 2B Wb B 2P KW

Nalezy zauwazyé, 2e taczny poziom istotnodei dla powyZszych pordéw-
naf jest o= 0,05,

Przyklad 3, Zastosujmy teraz test Newmana - Keulsa dla wyod-
rebnienia grup jednorodnych. Poréwnujac odpowiednie wartosci z ta-
beli 6 widzimy, 2e R, < q, 4? (), Ry < Q3,45 @), By<q,,,5(2,
Rg < Q5,45 (), Rg < 96,45 loc , tzn., odmiany KP, 2B, Wk, B, ZP, KW
sg jednakowe na poziomie istotnosci 0,05. Poniewaz sg to najwiek-
sze Srednie, wiec mozemy powiedzieé, ze wyze] wymienione odmiany
tworzg grupe odmian najlepszych.

Znajdémy przy pomocy testu Newmana - Keulsa pozostale grupy
jednorodne, Widzimy, Ze 'x'e-'x'4 = 2,8<3,04, 55 - 53 = 2,5<2,60,
'x'4 - I, = 2,2<2,60, 23 - 51 = 2,1 < 2,60. Grupy jednorodne sa
podkreslone linig ciagkg. Prazy pomocy testu Newmana - Keulsa wy-
braliémy kazdg grupe oddzielnie na poziomie istotnodci X = 0,05.

cz W ¢ KM EKp 2B Wi B 2P KW

Przyklad 4. Dla danych z tabeli 4 zastosujmy test Duncana.
Wartosel Dy = qy (%) oraz Du- sy/Vo = D V3,44/6 = Dx-0,757 dla
o = 0,05 znajdujg sig w tabeli 7. Otrzymujemy dla X = 0,05, ze
X0 - Xg = 2,4 <2,434, X0 = Xy = 3,5 > 2,466, czyli odmiany KP,
7B, Wk, B, 2P, KW majg jednakowe $rednie i mozemy powiedzieé, ze
tworzg grupe odmian najlepszych. Nastgpnie otrzymamy ;6 = 'i4 =
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Tabela 7

Wartosci krytyczne testu Duncana

: Do,05 Dy,05* 0»757
2 2,848 2,156
3 2,996 2,268
4 3,092 2,341
5 3,162 2,394
6 3,215 2,434
7 3,258 2,466
8 3,292 2,492
9 3,321 2,514
10 3,346 2,533

=1,7<2,268 a Xg - ‘:‘:3 = 3,5> 2,341, czyli odmiany KM, KP, ZB
tworzg grupe odmian jednorodnych. Z pozostatych réznmic 24 - 55 =
= 1,8 <2,156, 24 - X, = 2,2 <2,68, ale 'x'4 - X, = 3,9> 2,341
Odmiany W, C, KM tworzgq grupe odmian Jednorodnych. Pozostate réz-
nice érednich sg nieistotne, poniewasz §3-§2 = 0,4<2,156, 53—x1-
= 2,1 < 2,268, Odmiany Cz, W, C tworzg grupe¢ odmian jednorodnych.
Przedstawiamy graficznie otrzymane wyniki podkreslajgc linig cig-
gXa grupy Jjednorodne.

cgz W ¢ KM Kp__ZB _WE B ZP KW

6. Zasada R

Zasade R podali Gupta i Sobel ([ﬁ], [7]) w przypadku jedna-
kowej liczby obserwacji. Mozna Ja stosowaé do wyboru najlepszych
populacji lub do poréwnai & jedng populacjg, na przyktad kontrol-
ng lub standardowg. Poréwnaniem ze standardem zajmowat si¢ Dun-
nett ([2], [3]). W zasadzie R prawdopodobieristwo wyboru podzbioru
zawlerajgcego najlepszg populacje lub populacje niegorsze od po-
pulacji kontrolnej jest réwne pewnej z géry ustalone] wartodcl P =
=1 =0,

Niech badane populacje reprezentowane bedq przez k zmiennych
losowych x1, Hate's xk nieskorelowanych lub jednakowo skorelowanych
o rozkladzie normalnym ze sSrednimi m,, ..., My i wspélng warian-
cja 62. Przypusémy, 2e parametry te sg niegnane., Niech danych beg-
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dzie n obserwacji dla kazdej populacji. Niech X, oznacza $rednig
z préby z i-tej populacii, a inax najwiekszg z obserwowanych sred-
nich ;i’ IR N ey Ky

Zasada R brzmi w tym przypadku nastepujgqco: wybraé jako naj-
lepsze te populacje, dla ktérych

(22) L, 2T, - g () s,V2/n.

Wartosé tk,\) (o) nalezy odczytaé w tablicach wielowymiarowego roz-
k2adu t Studenta dla danego o = 1 - P, \ stopni swobody i k lub
P =k - 1. Wartosci krytyczne wielowymiarowego rozkZadu t Studen-
ta mozna znaleZé w [7], [10] ’ [11]. [15]. sg one réwniez umiesz-
czone na koficu pracy.

Przypuéémy, 2e zmienne losowe 11, vsey xk 88 niezalezne o roz-
kladzie normalnym 2z jednakowymi wariancjami. Niech dla kazde]
zmiennej losowe] X, danych bedzie n; obserwacji. Zasada R w tym
przypadku brzmi nastepujgco: wybraé jako najlepsze te populacje ,
dla ktérych

(23) x> X - tl;,v () 'V\h/ni +1/n ,

gdzie n jest liczebnoscig obserwacji zmiennej losowej posiadaja-
cej najwicksza Srednig X . . Wartosé tl;,\) (©) znajdujemy korzys-
tajgc z tablic wielowymiarowego rozktadu t Studenta oraz z odpo-
wiednich tablic poprawek. Uzasadnienie nierdéwnosci (23) dla przy-
padku niejednakowej licgby obserwacji znajduje si¢ w [15]. Niech x
oznacza poprawke w procentach umieszczong w tablicy poprawek (znaj-
dujacej si¢ na koficu pracy 41 w [15]) dla danego vV, k (lub p =
= k - 1) 1 odpowiedniego min n;/n = 0, 1/4, 1/3. Wzér na tl;:,\) (=9
Jest nastepujgey:

(24) | t;’v(o() - [(1 o n.ll:_ni_) . 1-55 + 1:| LI (09,

Wyprowadzenie wzoru (24) 1 konstrukcja tablicy poprawek znajdujg
sie w [15].

Mozna zauwazyé, ze jesli liczba obserwacji jest jednakowa
tzn. dla kazdego i n;=n, to wzory (22) 1 (23) pokrywajg sig, bo-
wiem z (24) t, , () = L (). Oblicsmy przykadowo wartosé kry-
tyczng tl':,v (G)'. Niech danych bedzie k=5 populacji, v= 16 stop-
ni swobody, oraz min ni/n = 0,27. Szukamy w tablicy poprawek, zZe

] min n
dlap=k=-1=4 v=16, o =0,051 —2 = }, wartoéé po-
prawki x = 4,6% oraz w tablicach wartoéci krytycznych wielowymia-
rowego rozktadu t Studenta tk'v(otl) = 2,34, Szukana wartosé bedzie

tg,v = [0,73 + 0,046 + 1] 2,34 = 2,42,
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Przypuéémy, Ze oprécz zmiennych losowych X1, Soiely X.k mamy
jeszcze zmienng losowg xo, reprezentujacg populacj¢ kontrolng 1lub
standardowg. W przypadku jednakowej liczby obserwacji zasada R
dla poréwnaid z kontrolg brzmi podobnie: wybraé jako co najmnie]
tak dobre jak kontrola te populacje, dla ktérych

(25) =X, - b,y @ syV2/n,

gdzie x jest srednig z préby populacji kontrolnej.
W przypadku niejednakowej liczby obserwacji nierdwnosé (25)
przyjmie postaé

;'i>§ -tl;+1 3 () « sy \1/n, + 1/n4,

gdzie n, jest liczebnoscig obserwacji populacji kontrolnej.

Podana tu zasada R jest testem jednostronnym. Mozna ja réw-
niez stosowaé jako test dwustronny, wstawiajgc za tk’\’ (o) dwu-
stronne wartoséci krytyczne wielowymiarowego rozkiadu t Studenta,
ktére znajdujg sie w [3] - [1 1].

6.1. Podsumowanie i uwagi

Zagsada R ma szczegélne zastosowanie do wyboru podzbioru po-
pulacji zawierajacych populacje z najwigksza Srednig. Jesli chce-
my wybraé populacje 2z najmniejszg Srednig, wtedy wystarczy $red-
nie 'x"1 pomnozy¢ przez minus jeden i1 zasade R stosowaé bez zmian
dla $rednich -'ii. Zasada R jest réwniez jedyng metodq stosowang
do pordéwnah z kontrols, czesto spotykang w literaturze pod nazwg
testu Dunnetta.

Zasada R posiada dwie wasnoéci monotonicznosel 1 optymal-
nos’ci:

0 Jedli ay> 5 to prawdopodobierstwo zawarcia w podzbio-
rze populacji z parametrem u, jest niemniejsze od prawdopodobier-
stwa zawarcia w podzbiorze populacji z parametrem m,.

2° 7asada R wyblera taki podzbiér o wielkosecl S (nieznanej
z géry), dla ktérego prawdopodobierstwo zawarcia najlepszej popu-
lacji jest maksymalne.

Przy pomocy zasady R mozZna tworzyé grupy jednorodne podobnie jak
przy testach Tukeya, Newmana - Keulsa i Duncana. Poziom istotnos-
¢i w zasadzie R jest dokXadnie réwny .
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6.2. Przykiady

Przyktad 1. Zastosujmy zasade R dla danych z tabeli 4. Mamy
tuta) X = 26,1, n=6, 83 = 3,44, v=45 k= 10. Poniewaz
w tablicach wielowymiarowego rozkladu t Studenta nie ma wartosci
krytycznych dla v = 45, przeto potrzebng wartosé obliczamy z wzo-
ru na interpolacje¢ odwrotng

1/vq = 1/

o) by = tup = TEEARZ (o - ).

Dla naszego przykladu mamy Vq =40, v, = 45, \)3 = 60 oraz o= 0,05
i1 p=k=-1=09, t40 = 2,54, t60 = 2,50, Podstawiajgc odpowied-
nie wartosci do wzoru (26) otrzymamy t,. = 2,53. Wartosé inu -
-ty () syV2/n = 26,1 - 2,53 B, 4H 206w 23,6, Nierowaose
(22) spexniajg Srednie 510' TRiele 55. Zatem odmiany KP, 2B, W&, B,
2P, KW tworzg grupe odmian najlepszych na poziomie istotnosci 0,05.
Znajdémy nastepna grupe zawierajgcg najlepszg odmiang., Nastepng
najwigkszg Srednig sposréd pozostatych czterech Srednich jest 'i4 =
= 22,6, Postgpujgc podobnie dla p=4 -1 = 3, &= 0,05 mamy
tgo = 2,13, tgo = 2,10 1 z wzoru (26) ty5 = 2,12, Wartosé X -
= t4,45° 8V2/n = 22,6-2,12-V3,44. 2/6 = 22,6-2,4 = 20,2, Nie-
réwnosé (22) spetniajg Srednie 'x'z, 53, 'i4, czyli odmiany W, C, KM
tworzg grupe odmian najlepszych sposréd czterech odmian. Mozemy to
przedstawié graficznie. Kazda grupa jednorodna gzostaa utworzona
na poziomie istotnodci o = 0,05,

Cz W C KM Kp %B WL B 5P KW

Przyktad 2. Przypuéémy, ze odmiana KP jest odmianag kontrol-
ng. Wtedy X =23,7, t,5.,5(0,05)=2,53. Wartosé X,-tyo, (9 8,\2/0 =
= 23,7- 2,7=21,0. Nierzwnoéé (25) speiniajg Srednie ;10' Serne 'x'4,
zatem odmiany KM, KP, 2B, WL, B, 2P, KW sg tak dobre lub lepsze
Jak odmiana KP,

T. Studentyzowany maksymalny modu

Zalézmy, 2e zmienne losowe 11, SiaPp xk 83 niezalezne o roz-
kYXadzie normalnym ze $rednimi Myseess Py i jednakowg wariancja 62.
Przypu$émy, ze dla kazde] zmiennej losowe] xi mamy n, obserwac ji
(4 =1, .ccp k). Przy pomocy testu studentyzowanego maksymalnego
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modutu mozemy utworzyé przedziaty ufnosci d].a érednich. Z prawdo-
podobiedistwem 1 -

(27) pyg € X, ¥ |m|:wav\l1/n1'. 1=1, ..., k,

gdzie I'"okb,\) Jest gérnym % punktem rozkadu studentyzowanego ma-
ksymalnego modulu z parametrami k i V. Przy pomocy testu studen-
tyzowanego maksymalnego modulu mozemy réwniez utworzyé przedziaty
ufnosci dla kombinacji liniowych &rednich, 2 prawdopodobienistwem
1=

K K x
(29) € S E $ ""'k,o"v'g—; |24 V784

Przedzialy ufnodeci (27) sa szezegélnym przypadkiem przedzialdw
(28). Na przyktad przedziat ufnosci dla ré2nicy Srednich bedzie
nastgpujgcy

T7.1. Podsumowanie i uwagi

Przedziaty ufnodci (27) studentyzowanego maksymalnego moduiu
8§ krétsze od odpowiednich przedzialéw ufnogci testédw Scheffego
i t - Bonferroniego. Testy Scheffe'go i t - Bonferroniego 88 nie-
doktadne dla pojedynczych Srednich, poniewaz ich poziom ufnosdci
Jest znacznie wiekszy niz 1 - o,

Przedziaty ufnosci (28) dla kombinacji liniowych Srednich mo-
g8 byé dluzsze od przedzialdw Scheffégo i t - Bonferroniego. Duzg
niedogodnodcig w stosowaniu testu studentyzowanego maksymalnego
modulu jest ograniczonodé tablic. W[11] znajdujaq sie tablice war-
togci |mf’;’\, tylko dla k = 1/1/8, v= 5/5/20, 24, 30, 40, 60,
120, o= 1 Ot= 0,05, Tablice te zostaly przepisane z [11] 1 umies-
czone na koicu niniejszej pracy.

7.2. Przyklad

Z braku wartosci krytycznych 'mlt-\) dla k¥ >8 znajdimy prze-
dziaty ufnoéci dla Srednich
;1 = 14) ;2 = 15' ;3 = 19. ;4 = 20,

2 =18,

ktére sg obliczone na podstawie n = 9 obserwacji oraz s
v= 24, Powyzsze dane sg zaczerpniete z pracy [5]. Odczytujemy
""2;(2)2 = 2,68 oraz obliczamy

X (1. 18=% * 3,78

X, ¥ 2,68 3
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Otrzymujemy nastepujgce przedziaty ufnosci
10,22 < py < 17,78
11,22 <pm, <18,78
15,22 <4 <22,78
<

16,22 <p, < 23,78

8. Najmniejsza istotna réznica

Test najmniejszej istotnej réznicy skiada si¢ 2z dwéch kro-
kéw. Pierwszy krok: sprawdzamy hipoteze¢ ogélng

H: P1 B e = Pk
przy pomocy testu F, Statystyka F dla tej hipotezy moze byé pos-
taci

k SRS
Xni(xi-z..)

Fol= i=1
iy iy

S S (x4 =% )2

fe1 jm1 1 1.

gdzie N = 12 n;. Wartoé statystyki F poréwnujemy z wartoscig
=1
krytyczng Fk-1,n-k (ov), gdzie vavz () oznacza O% punkt rozZ~-

k¥adu F 2z v1 i \)2 stopniami swobody. Jesli F obliczone jest
mniejsze od F,_, -k (cX), to nie mamy podstaw do odrzucenia hi-
potezy ogélnej, 2e wszystkie Srednie sg jednakowe. W takim prazy-
padku postepowanie koriczymy na tym kroku. Jesli F obliczone prze-
wytsza F) _, ,N-k (), to hipoteze ogbélng odrzucamy i przechodzimy
do nastepnego kroku. Drugi krok: testujemy hipoteze H: By = ’13 dla
jakichkolwiek i, j, 1 4 3j, 4, 3 =1, ..., k przy pomocy testu
t - Studenta. Statystyke t dla tej hipotezy

1 1

sv 'n: + E?
poréwnujemy z wartoscig krytyczng t,(%/2). Jeéli t>t,, (t/2) to
$rednie ;:l i X, réznig si¢ istotnie. W przeciwnym wypadku, gdy
e tv(°°/2) méwimy, Ze nie ma istotnej réznicy miedzy tymi Sred-
nimi na poziomie istotnodci O¢., W kroku drugim moZemy przy pomocy

testu t pordwnaé wszystkie (12‘) pary srednich,
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8.1. Podsumowanie i uwagi

Wielks zaletg testu najmniejszej istotne] réznicy jest jego
prostota w rachunkach. W poréwnaniu z wielokrotnymi testami, test
najmniejszej istotne) réznicy Jjest bardziej wszechstronny i sto-
sowany do ogélniejszych probleméw. Moze sig zdarzyé, Ze choé test
F odrzuci hipoteze ogdlng, to test t moze nie wykryé zadnej is-
totnej réznicy miedzy parami Srednich. Bedzie to wtedy, gdy punkt
préby wpadnie na zewngtrz obszaru utworzonego 2z (g testéw t (patrz
rysunek 5).

Przy tedcie t musimy zwrécié uwage na prawdopodobieristwo
bxedu. Dla ustalonego poziomu istotnoéci pojedynczego pordwnania,
wraz ze wzrostem liczby k $Srednich wzrasta bardzo szybko poziom
istotnosdci dla catego doswiadczenia, czyli prawdopodobieristwo be-
du. Tabelka umieszczona w [5] pokazuje, jak czybko wzrasta poziom
jstotnosci dla doswiadczenia, gdy poziom istotnodci pojedynczego
poréwnania jest o = 5%, 1%, 0,1%, a k = 2, 3, 5, 10, 20.

8.2, Przyk%ad
Poréwnajmy niektére Srednie z tabeli 4. Na przyktad 210 i Eé
xs i x4, X 1 x4, X410 i 15. Otrzymamy:

- - " 2 s .
X0 = X9 = 0,1<\3,44 e -t45 (0,05/2) = 1,07+ 2,021 =
= 2,16

;5 - 24 = 1,1 <2,16
E., - 24 = 2,6 >2,16
x

10 = i.s - 2’4> 2,16-

Test t wykazal, ze nie ma istotnej réznicy migdzy Srednimi ;10
i ig oraz ;5 i 54. Natomiast $rednie Eﬁ 3 i4 oraz 510 i 55 réznig
si¢ istotnie. Poréwnujgc wyniki z testem Duncana widzimy, e test
Duncana zaliczyX srednie 510 L ;S do jednej grupy, ratomiast test
t wykazal réznice migdzy tymi érednimi. Ta rozbieznosé wynika mig-
dzy innymi stgd, Ze poziom istotnodci testu Duncana dla poréwna-
nia $rednich 510 z ;5 wynosiotg = 1 - (1 - 0,05)5, ktéry to po-
ziom jest znacznie wigkszy od 0,05.
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9, Streszczenie

W niniejszej pracy w § 3 - § 8 zostaly oméwione najczescie]
stosowane testy: Scheffégo, t - Bonferroniego, Tukeya, Newmana -
Keulsa, Duncana, zasada R, studentyzowany maksymalny moduZ, naj-
mniejsza istotna réznica, W § 2 rozwazylismy prawdopodobienstwo
btedu wymienionych testéw. Podsumowujgc rozwazania z § 2-§ 8 mo-
sna wskazaé, ktéry test w danej sytuacji stosowal.

Test Scheffego (§ 3) i1 t -Bonferroniego (§ 4) najlepiej sto-
gowaé dla badania kontrastéw lub kombinacji liniowych zawierajg-
cych wigcej niz dwie srednie. Oba te testy mozna stosowaé przy
bardzo ogélnych zaXozeniach, gdy zmienne losowe 8§ skorelowane.
Musimy sobie zdaé sprawe, ze oba testy maja poziom istotnosci
mniejszy od ot (§ 2). W konkretnej sytuacji nalezy poréwnaé war-
toéci krytyczne testu Scheffégo 1 t - Bonferroniego i wybraé ten
test, ktéry ma mniejszg wartosé krytyczng.

Test Tukeya i Newmana - Keulsa (§ 5.1 1 § 5.2) majg poziom
istotnosci doktadnie réwny o¢ i najlepiej je stosowaé do pordwnan
par $rednich. Przy pomocy tych testéw mozemy tworzyé grupy jedno-
rodne., Mozna sie zastanowié w jakiej sytuacji stosowaé test Tuke-
ya, a w jakiej test Newmana - Keulsa. Przypuéémy, 2e badamy dwie
wezeénie dojrzewajace i trzy péino dojrzewajgce odmiany pewnej
rosliny. 0gbélna hipoteza zerowa orzeka, Ze wszystkie odmiany maj§
jednakowy plon (H: B4 =My =p3=p4-p5). Przypusémy, z2e hipoteza
ta zostala odrzucona, Na podstawie wieloletnich doswiadczen przy-
puszcza sie, ze wczednie dojrzewajace odmiany réznig si¢ w plonie
od péfno dojrzewajacych odmian. Mozemy w tym przypadku poréwnywac
ze sobg wczesnie dojrzewajgce odmiany oraz pb4no dojrzewajgce od-
miany, czyli bedziemy badaé dwie hipotezy oddzielnie

Hyr mg =pp, Hyr M3 =8y = fg.
Zastosujemy w tym przypadku test Newmana - Keulsa. Test Tukeya ba-
datby, czy czesci hipotezy H: p, = uy, Ry =M, = Mg sg réwno-
czeénie stuszne. Poziom istotnodci dla tej hipotezy jest réwny oL,
ale dla czesci tej hipotezy jJest mniejszy od OX,
Zasade R (§ 6) stosujemy do wyboru populacji niegorszych od
populacji standardowej lub kontrolnej. Zasada R Jest testem jed-
nostronnym, wiec stosujemy ja do wyboru populacji najlepszych.
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Studentyzowany maksymalny modu daje najkrétsze réwnoczesne
przedzialy ufnoéci dla pojedynczych Srednich,

Test Duncana (§ 5.3) 1 najmniejsza istotna réznica (§ 8) nie
8gq godne polecenia ze wzgledu na duze prawdopodobieristwo biedu.
Test najmniejszej istotnej »6znicy ze wzgledu na prostote rachun-
kowg stosujemy jako sprawdzian i metode towarzyszgcg innym testom.

Tablica I

Wartosci krytyczne t (0¢/2k) statystyki t Bonferroniego
o« = 0,05

N23456789101520

5 (3,17 3,54 3,81 4,04 4,22 4,38 4,53 4,66 4,78 5,25 5,60
712,84 3,13 3,34 3,50 3,64 3,76 3,86 3,95 4,03 4,36 4,59
10 (2,64 2,87 3,04 3,17 3,28 3,37 3,45 3,52 3,58 3,83 4,01
12 (2,56 2,78 2,94 3,06 3,15 3,24 3,31 3,37 3,43 3,65 3,8
15 (2,49 2,69 2,84 2,95 3,04 3,11 3,18 3,24 3,29 3,48 3,62
20 | 2,42 2,61 2,75 2,85 2,93 3,00 3,06 3,11 3,16 3,33 3,46
24 (2,39 2,58 2,70 2,80 2,88 2,94 3,00 3,05 3,09 3,26 3,38
30 | 2,36 2,54 2,66 2,75 2,83 2,89 2,94 2,99 3,03 3,19 3,30
40 | 2,33.2,50 2,62 2,71 2,78 2,84 2,89 2,93 2,97 3,12 3,23
60 | 2,30 2,47 2,58 2,66 2,73 2,79 2,84 2,88 2,92 3,06 3,16
120 | 2,27 2,43 2,54 2,62 2,68 2,74 2,79 2,83 2,86 2,99 3,09
ool 2,24 2,39 2,50 2,58 2,64 2,69 2,74 2,77 2,81 2,94 3,02
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*x = 0,01
Tablica I (c. d.)

v g w4 B 6T, & 8 eid SRS
5 4,78 5,25 5,60 5,89 6,15 6,36 6,56 6,70 6,86 7,51 8,00
7 4,03 4,36 4,59 4,78 4,95 5,09 5,21 5,31 5,40 5,79 6,08

10 3,58 3,83 4,01 4,15 4,27 4,37 4,45 4,53 4,59 4,86 5,06
12 3,43 3,65 3,80 3,93 4,04 4,13 4,20 4,26 4,32 4,56 4,73
15 3,29 3,48 3,62 3,74 3,82 3,9 3,97 4,02 4,07 4,29 4,42
20 3,16 3,33 3,46 3,55 3,63 3,70 3,76 3,80 3,85 4,03 4,15
24 3,09 3,26 3,88 3,47 3,54 3,61 3,66 3,70 3,74 3,91 4,04
30 3,03 3,19 3,30 3,39 3,46 3,52 3,57 3,61 3,65 3,80 3,%0
40 2,97 3,12 3,23 3,31 3,38 3,43 3,48 3,51 3,55 3,70 3,79

60 2,92 3,06 3,16 3,24 3,30 3,34 3,39 3,42 3,46 3,59 3,69

120 2,86 2,99 3,09 3,16 3,22 3,27 3,31 3,34 3,37 3,50 3,58

oo |2,81 2,94 3,02 3,09 3,15 3,19 3,23 3,26 3,29 3,40 3,48

oL = 0,05

A 'y 25 30 35 40 45 50

5 5,89 6,15 6,3 6,56 6,70 6,86

7 4,78 4,95 5,09 5,21 5,31 5,40
10 4,5 4,21 4,37 4,45 4,53 459
12 3,93 4,04 4,13 4,20 4,26 4,32
15 3,74 3,82 3,9 3,97 4,02 4,07
20 3,55 3,63 3,70 3,76 3,80 3,85
24 3,47 3,54 3,61 3,66 3,70 3,74
30 3,39 3,46 3,52 3,57 3,61 3,65
40 3,31 3,38 3,43 3,48 3,51 3,55
60 3,24 3,30 3,34 3,39 3,42 3,46
120 3,16 3,22 3,27 331 3,34 3
oo 3,00 3,45 3,19 3,23 3,26 3,29
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o= 0,01
Tablica I (c. d.)
3 k| 25 30 35 40 45 50
5 8,37 8,68 8,95 9,19 9,41 9,68
7 6,0 6,49 6,67 6,83 6,93 7,06
10 5,20 5,33 5,44 5,22 5,60 5,70
12 4,86 4,95 5,04 5,12 5,20 5,27
15 4,53 4,61 4,7 4,78 4,84 4,%
20 4,25 4,33 4,39 4,46 4,52 4,56
24 a1tc 832 rodedl o v 8eBVan 1 RaB) 4,4t
30 3,98 4,13 4,26 4,17 a2t 4,2t
40 3,88 3,93 3,97 4,01 4,1t a1t
60 3,76 3,81 3,84 3,89 3,93 3,97
120 3,66 3,69 3,73 3,77 3,80 3,83
i) 1 3,54 3,59 3,63 3,66 3,69 3,72
t Otrzymane z interpolacji graficzne}]

Dane #rédXowe sg zaczerpnigte z

Wartosci krytyczne |m|°;’ v statystyki studentyzowanego

T.a b 1L oga™ IL

maksymalnego moduiu

[11], str. 238

&= 0,05

k
3 1 2 3 4 5 6 T 8

5 2,57 3,09 3,40 3,62 3,78 3,92 4,04 4,14
10 2,23 2,61 2,83 2,98 3,10 3,19 3,28 3,35
15 2,13 2,47 2,67 2,81 2,91 2,99 3,06 3,12
20 2,09 2,41 2,59 2,72 2,82 2,9 2,97 ;3,02
24 2,06 2,38 2,56 2,68 2,78 2,84 2,91 2,96
30 2,04 2,35 2,52 2,64 2,73 2,80 2,86 2,91
40 2,02 2,32 2,49 2,60 2,69 2,76 2,82 2,86
60 2,00 2,29 2,46 2,56 2,65 2,72 2507 s 82
120 1,98 2,26 2,43 2,53 2,61 2,685 #2713 cncloll
0o | 1,9 2,23 2,39 2,49 2,57 2,64 2,69 2,73

Dane #rédtowe sag zaczerpnigte z [1 1], str. 239.
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Tablica III
Gérne wartosci krytyczne wielowymiarowego rozkadu t
A= 0,01

3,36 3,90 4,21 4,43 4,60 4,73 4,85 4,94 5,03 5,11
3,14 3,61 3,88 4,06 4,21 4,32 4,42 4,51 4,58 4,64
3,00 3,42 3,66 3,83 3,9 4,06 4,15 4,22 4,29 4,35
2,9%0 3,29 3,51 3,66 3,78 3,88 3,96 4,03 4,09 4,14
2,82 3,19 3,40 3,54 3,66 3,75 3,82 3,89 3,94 3,99
2,76 3,11 3,31 3,45 3,56 3,64 3,72 3,78 3,83 3,88

2,72 3,06 3,25 3,38 3,48 3,56 3,63 3,69 3,74 3,79
2,68 3,01 3,19 3,32 3,42 3,50 3,56 3,62 3,67 3,7
2,65 2,97 3,15 3,27 3,37 3,44 3,51 3,56 3,61 3,65
2,62 2,93 3,11 3,23 3,32 3,40 3,46 3,51 3,56 3,60
2,60 2,91 3,08 3,20 3,29 3,36 3,42 3,47 3,52 3,56
2,58 2,88 3,05 3,17 3,26 3,33 3,39 3,44 3,48 3,52
2,57 2,8 3,03 3,14 3,23 3,30 3,36 3,41 3,45 3,49
2,55 2,84 3,01 3,12 3,20 3,27 3,33 3,38 3,42 3,46
2,54 2,83 2,99 3,10 3,18 3,25 3,31 3,36 3,40 3,44
2,53 2,81 2,97 3,08 3,16 3,23 3,29 3,34 3,38 3,41
2,52 2,80 2596 13507 ° 3,15° 3,21" 3,27 3,32 3,36 3,39

2,51 2,79 2,94 3,05 3,13 3,20 3,25 3,30 3,34 3,38
2550" | 2577 2,93 3,04" ' 3392t 3,18 3,245 3,28 3,32 13,36
2589° 257 2,92- 3;02°. 3,445 /AT 35220 . 3727 3,31 13334
2,48 2,76 2,91 3,01 3,10 3,16 3,21 3,26 3,30 3,33
2,48 2,75 2,9 3,00 3,08 3,15 3,20 3,24 3,29 3,32
2547 2,74 2,89 2,99 - 3,07 3,14 3,19' 3,23 3,27 ' 3,31
2,47 2,73 2,88 2,99 3,06 3,13 3,18 3,22 3,26 3,30
2,46 2,73 2,88 2,98 3,06 3,12 3,17 3,21 3,25 3,29

2,46 2,72 2,87 2,97 3,05 3,11 3,16 3,20 3,24 3,28
2,45 2,72 2,8 2,9% 3,04 3,10 3,15 3,20 3,23 3,27
2,45 2,71 2,8 2,9 3,03 3,10 3,15 3,19 3,23 3,26
2,44 2,71 2,85 2,95 3,03 3,09 3,14 3,18 3,22 3,25
2,44 2,70 2,85 2,95 3,02 3,08 3,13 3,17 3,21 3,25
2,44 2,70 2,84 2,94 3,01 3,08 3,13 3,17 3,21 3,24
2,42 2,68 2,8 2,92 2,99 3,05 3,10 3,14 3,18 3,21
2,39 2,64 2,78 2,87 2,94 3,00 3,04 3,08 3,12 3,14
2,36 2,60 2,73 2,82 2,89 2,94 2,99 3,03 3,06 3,09
2,33 2,56 2,68 2,77 2,84 2,89 2,93 2,97 3,00 3,03
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L= 0,05
Tablica III (c. d.)

- 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

52,01 2,44 2,68 2,85 2,98 3,08 3,16 3,24 3,30 3,36
61,94 2,34 2,56 2,71 2,83 2,92 3,00 3,06 3,12 3,17
711,89 2,27 2,48 2,62 2,73 2,81 2,89 2,95 3,00 3,05
8|1,86 2,22 2,42 2,55 2,66 2,74 2,81 2,87 2,92 2,9

91,83 2,18 2,37 2,50 2,60 2,68 2,75 2,81 2,8 2,%
10 [1,81 2,15 2,34 2,47 2,56 2,64 2,70 2,76 2,81 2,85
11 (1,79 2,13 2,31 2,43 2,53 2,60 2,67 2,72 2,77 2,81
12 1,78 2,11 2,29 2,41 2,5 2,58 2,64 2,69 2,73 2,77
13 (1,77 2,09 2,27 2,39 2,48 2,55 2,61 2,66 2,71 2,75
14 |1,76 2,08 2,25 2,37 2,46 2,53 2,59 2,64 2,69, 2,72
15 (1,75 2,07 2,24 2,36 2,44 2,51 2,57 2562 2,67.. 2,71
16 |1,75 2,06 2,23 2,34 2,43 2,5 2,56 2,61 2,65 2,69
17 1,74 2,05 2,22 2,33 2,42 2,49 2,54 2,59 2,63 2,67
18 [1,73 2,04 2,21 2,32 2,41 2,48 2,53 2,58 2,62 2,66
19 |1,73 2,03 2,20 2,31 2,40 2,46 2,52 2,57 2,61 2,65
20 (1,72 2,03 2,19 2,30 2,39 2,46 2,51 2,56 2,60 2,64
21 |1,72 2,02 2,18 2,30 2,38 2,45 2,50 2,55 2,59 2,63
22 |1,72 2,02 2,18 2,29 2,37 2,44 2,50 2,54 2,58 2,62
23 [ 1571 2,01 2,17 2,28 2,37 2,43 2,49 2,53 2,51 2,61
24 |1,71 2,01 2,17 2,28 2,36 2,43 2,48 2,53 2,57 2,60
25 [1,71 2,00 2,16 2,27 2,36 2,42 2,48 2,52 2,56 2,60
26 [1,71 2,00 2,16 2,27 2,35 2,42 2,47 2,52 2,56 2,59
27 [1,70 2,00 2,16 2,26 2,35 2,41 2,46 2,51 2,55 2,58
28 [1,70 1,99 2,15 2,26 2,34 2,41 2,46 2,51 2,54 2,58
29 [1,70 1,99 2,15 2,26 2,34 2,40 2,46 2,50 2,54 2,57
% [1,70 1,99 2,15 2,25 2,33 2,40 2,45 2,50 2,54 2,57
31 (1,70 1,99 2,14 2,25 2,33 2,39 2,45 2,49 2,53 2,57
32(1,69 1,98 2,14 2,25 2,33 2,39 2,44 2,49 2,53 2,56
331,69 1,98 2,14 2,24 2,32 2,39 2,44 2,49 2,52 2,56
341,69 1,98 2,14 2,24 2,32 2,38 2,44 2,48 2,52 2,56
35(1,69 1,98 2,13 2,24 2,32 2,38 2,43 2,48 2552: 112,55
40 | 1,68 1,97 2,13 2,23 2,31 2,37 2,42 2,47 2,51 2,54
60 | 1.67 1,95 2,10 2,21 2,28 2,35 2,39 2,44 2,48 2,50
120 | 1,66 1,93 2,08 2,18 2,26 2,32 2,37 2,41 2,45 2,48
oo |1,64 1,92 2,06 2,16 2,23 2,29 2,34 2,38 2,42 2,45

Dane 4rédXowe sg zaczerpnigte z prac |10 gtr. 23, |2 str. 1117
i [7], str. 963. [ ]’ [ ]'
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